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1 Introduccio´n
Un sistema complejo es aquel cuyo comportamiento no puede explicarse por las propiedades indivi-
duales de los elementos que lo constituyen sino que surge como resultado de la interaccio´n entre ellos. A
este tipo de comportamientos se les denomina comportamientos emergentes. Es en este contexto en el que
surge la teor´ıa de redes[1].
En te´rminos generales podemos decir que una red es un sistema que admite una representacio´n abstracta
mediante un grafo cuyos nodos identifican los elementos del sistema y donde los enlaces entre nodos
representan la presencia de una relacio´n entre dichos elementos [2]. As´ı pues, las redes representan un
instrumento ideal para modelizar los sistemas complejos pues nos permiten representar de forma sencilla
las interacciones entre los elementos del sistema.
Dada la gran cantidad de sistemas que admiten una representacio´n en forma de grafo, la teor´ıa de redes
se ha convertido en una ciencia multidisciplinar. Si bien cla´sicamente las redes hab´ıan sido muy utilizadas
en campos como las matema´ticas, la sociolog´ıa o las comunicaciones, ahora podemos encontrar tambie´n
mu´ltiples aplicaciones en campos tan diversos como la f´ısica, la biolog´ıa o la economı´a. Esta gran variedad
de perfiles hace que sea imprescindible crear un formalismo comu´n en el que todos hablemos un mismo
lenguaje. Este problema, que parec´ıa resuelto, ha vuelto a cobrar una gran importancia en los u´ltimos
an˜os debido al reciente intere´s suscitado por las redes multicapa.
Podemos definir una red multicapa como un conjunto de redes (capas) que poseen relaciones entre s´ı.
El ejemplo cla´sico son las redes sociales donde podemos distinguir la red de compan˜eros del trabajo, de
familiares, de amigos... Aunque estas redes poseen una clara relacio´n entre s´ı, si las considera´semos como
una u´nica red perder´ıamos informacio´n muy importante pues esta´ claro que las relaciones que podemos
establecer entre compan˜eros de trabajo y familiares son muy diferentes. Podemos encontrar otros ejemplos
en redes gene´ticas, en redes de interaccio´n de prote´ınas o en redes de transporte. As´ı, en las redes gene´ticas
cada capa puede representar un tipo de camino bioqu´ımico, en las de prote´ınas un tipo de interaccio´n y
en las de transporte un medio de transporte[3].
A pesar de que esta concepcio´n de las redes se lleva utilizando desde hace de´cadas en la sociolog´ıa y
la ingenier´ıa, ha sido en los u´ltimos an˜os cuando ha despertado el intere´s por el resto de la comunidad
cient´ıfica. Al igual que en una red simple aparec´ıan efectos que no pod´ıan explicarse por las propiedades
de los elementos individuales, en este nuevo tipo de redes surgen efectos que no pueden explicarse si uno
estudia de forma aislada las capas. Para poder manejar esta nueva dimensio´n en este trabajo distinguiremos
tres escalas: la microescala (los nodos), la mesoescala (las capas) y la macroescala (la red completa)1.
Sin embargo, debido a su reciente aparicio´n, todav´ıa falta definir un lenguaje comu´n para tratar este tipo
de sistemas. Adema´s, al estar en pleno desarrollo aparecen nuevas herramientas cada d´ıa por lo que todav´ıa
no se sabe cua´les son adecuadas para cada sistema, pues al tratarse de una ciencia tan multidisciplinar los
objetivos de unos y otros pueden ser muy diferentes.
El objetivo de este trabajo es repasar el estado actual de la teor´ıa de redes multicapa y desarrollar un
modelo de red multicapa desde cero. A continuacio´n, trataremos de caracterizarlo con las herramientas que
se pueden encontrar en la literatura. Como veremos, esto no siempre es posible y en ocasiones deberemos
modificar dichas herramientas e incluso crear algunas nuevas. A todo esto hay que an˜adir que mientras
que para las redes simples existen multitud de algoritmos computacionales ya establecidos para su manejo
y ana´lisis [5] dada la reciente creacio´n de las herramientas de la teor´ıa de redes multicapa todav´ıa no existe
una alternativa para este nuevo tipo de redes. As´ı, tendremos que crear desde cero todos los algoritmos
necesarios para analizar nuestro modelo.
1El concepto de analizar un sistema observando mu´ltiples escalas no es espec´ıfico de la teor´ıa de redes. En efecto, en
la u´ltima de´cada hemos podido ver el surgimiento del denominado Multiscale Modeling, de gran intere´s en campos que van
desde la ciencia de materiales a la biolog´ıa o la ingenier´ıa. En este tipo de modelos se trata de analizar problemas a escala
macrosco´pica empleando resultados obtenidos de la escala microsco´pica, lo que se suele denominar como multi-f´ısica[4].
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2 Introduccio´n a las redes multiplex
El ejemplo arquet´ıpico de una red multicapa son las redes sociales (que no tienen por que´ ser exclusi-
vamente online). En estas redes tenemos un conjunto de individuos que se relacionan entre s´ı, por lo que
podemos representar fa´cilmente el sistema usando una red. Sin embargo, si nos fijamos detenidamente en
el tipo de interacciones veremos que son muy diferentes las que se producen entre compan˜eros de trabajo de
las que se producen entre amigos o familiares. Toda esta informacio´n no esta´ contenida en la representacio´n
cla´sica de las redes y por ello es necesario emplear redes multicapa.
La ventaja (y en ocasiones incoveniente) de las redes multicapa es que podemos reunir mucha ma´s
informacio´n que en las redes monocapa. As´ı, ya no solo nos importa que´ nodos tenemos, sino en que´ capas
se encuentran. Con los enlaces sucedera´ algo similar aunque con el an˜adido de que podemos encontrar
enlaces entre las capas y no solo dentro de ellas. Por ello, no bastara´ simplemente con extender lo que
ya sabemos sobre redes a esta nueva forma de describir los sistemas, sino que sera´ necesario crear nuevas
herramientas capaces de abarcar toda esta nueva complejidad.
A lo largo de esta seccio´n veremos co´mo afrontar la cuestio´n de describir y analizar este nuevo tipo de
redes y algunos de los efectos que introducen en procesos ya conocidos en las redes cla´sicas.
2.1 Definicio´n
En te´rminos generales un grafo es una tupla G = (V,E) donde V es el conjunto de N nodos y E ⊆ V ×V
es el conjunto de L enlaces que conectan los nodos. As´ı, decimos que existe un enlace entre los nodos
u, v ∈ V si (u, v) ∈ E.
Una red multicapa es un par M = (G, C) donde G = {Gα;α ∈ {1, . . . ,M}} es una familia de grafos
Gα = (Vα, Eα) y C = {Eαβ ⊆ Vα × Vβ;α, β ∈ {1, . . . ,M}, α 6= β} es el conjunto de interconexiones entre
los nodos de distintos grafos. De esta forma, Gα ser´ıa la red asociada a la capa α y Eαβ ser´ıa el conjunto
de enlaces entre los nodos de las capas α y β con α 6= β. A los elementos de Eα se les suele denominar
conexiones intracapa mientras que a los elementos de Eαβ se les denomina conexiones intercapa [6].
Figura 1: La red M posee 2 capas: GA = (VA, EA)
con VA = {1, 2} y EA = {(1, 2)}; GB = (VB , EB) con
VB = {1, 3, 4} y EB = {(1, 3), (1, 4), (3, 4)}. Los enlaces
entre ellas vienen representados por EAB = {(1A, 1B)}
La definicio´n de las redes multiplex es un poco
ma´s compleja ya que no se ha alcanzado todav´ıa
un consenso claro. La ma´s aceptada define las re-
des multiplex como aquellas en las que los enlaces
intercapa solo se pueden establecer entre nodos que
representan la misma entidad en diferentes capas
(por ejemplo, la misma persona en dos redes so-
ciales distintas) y que, adema´s, cada capa comparte
por lo menos un nodo con alguna otra capa (figura
1)[3] .
La representacio´n matema´tica ma´s comu´n de los
grafos a la hora de trabajar con ellos es la matriz
de adyacencia. Los elementos de dicha matriz, en
su caso ma´s sencillo, son 0 si (u, v) /∈ E y 1 si
(u, v) ∈ E. En el caso de las redes multicapa pode-
mos extender este concepto definiendo una matriz
de adyacencia para cada capa,
A[α] = a
[α]
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y una matriz de adyacencia intercapa,
A[α,β] = (a
[αβ]
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A toda red multicapa M podemos asociarle una red monocapa M˜ tal que M˜ = (V˜ , E˜), donde V˜ es la
















De esta forma la red M˜ sera´ un grafo cuya matriz de adyacencia, denominada matriz de supra-
adyacencia de M, sera´2
A˜ =

A[1] A[12] · · · A[1M ]





A[M1] A[M2] · · · A[M ]

Por analog´ıa a la descomposicio´n de tensores en ocasiones a este proceso de representar en una sola matriz
toda la red multicapa se le denomina flattening.
2.2 Medidas estructurales de las redes multiplex
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Debido a la posible heterogeneidad de la red, en estas medidas hemos perdido mucha informacio´n sobre
su estructura. Por ejemplo, si en una red de interaccio´n de prote´ınas consideramos cada capa como un
tipo de interaccio´n, el papel que jugara´ en el sistema una prote´ına que tenga grado 10 en una capa y 0
en las dema´s sera´ muy diferente del que tenga una con grado 1 en 10 capas. Estas nuevas caracter´ısticas
2En el caso de una red multiplex las submatrices A[αβ] = IN donde IN representa la matriz identidad de N ×N .
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no pueden ser observadas utilizando simplemente el overlapping degree, lo que hace necesario introducir
nuevas medidas.

















El valor de esta entrop´ıa es 0 si todos los enlaces del nodo i esta´n en una misma capa mientras que toma
su valor ma´ximo si todos los enlaces esta´n distribuidos de forma uniforme entre las capas.
Pese a que esta medida nos aporta ma´s informacio´n que el overlapping degree, sigue otorga´ndonos una
imagen incompleta del sistema. En efecto, un valor bajo de la entrop´ıa no nos permite distinguir si el
nodo tiene los enlaces muy concentrados en una capa o si los tiene repartidos uniformemente pero en pocas
capas. Para poder solucionar este problema se define la actividad del nodo [8].
Podemos definir el vector actividad del nodo i como
~bi = {b[1]i , . . . , b[M ]i }
donde b
[α]







Adema´s de informacio´n sobre los nodos esta medida nos permite obtener cierta informacio´n sobre las











que nos dice co´mo de parecidas son las distintas capas entre s´ı desde el punto de vista de los nodos que
tienen activos.
A pesar de que todas estas cantidades nos permiten intuir el papel que juegan los diferentes nodos en
la red, hay que tener en cuenta que lo hacen desde un punto de vista local. Supongamos, por ejemplo, que
tenemos dos redes independientes de taman˜o N y que introducimos un nodo que se une a uno solo de cada
una de las redes. Este nuevo nodo sera´ solo de grado 2, pero su importancia en un proceso de difusio´n sera´
enorme ya que su desaparicio´n desconectar´ıa completamente las dos redes. As´ı pues, para hacernos una
idea completa del funcionamiento de las redes es necesario observar la red desde un punto de vista ma´s
global para lo cual se definen estructuras me´tricas.
2.3 Estructuras me´tricas en redes multiplex
Los herramientas me´tricas ba´sicas de la teor´ıa de redes son los walks, los paths y las longitudes. En la
versio´n cla´sica de las redes un walk es la secuencia de enlaces que hay que atravesar para llegar de un nodo
a otro. As´ı, en principio parece fa´cil extender esta nocio´n a las redes multiplex sin ma´s que considerar el
conjunto de enlaces completo, E(M) = {E1, . . . , EM}
⋃ C.
De esta forma un walk de longitud q sera´ la secuencia
ω = {v[α1]1 , e1, v[α2]2 , e2, . . . , eq, v[αq+1]q+1 }
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r+1 ) ∈ E. De forma similar se define un path entre los nodos v[α1]1 y v[αq ]q como un
walk en el que cada nodo es visitado solo una vez. Adema´s, decimos que si es posible encontrar un path
entre cualquier par de nodos de la red M la red es conexa. En el caso de redes no conexas se define la
componente conexa o componente gigante como la subred deM conexa ma´s grande que se puede encontrar.
En las redes monocapa la longitud es simplemente el nu´mero de enlaces de un walk. Ahora bien, si uno
analiza con detalle estas definiciones en el caso de las redes multiplex surgen dos cuestiones importantes:
1. ¿Se puede considerar el cambio de capa como un paso? Si pensamos en una red de transporte esta´
claro que cambiar del metro al autobu´s debe tener algu´n coste, mientras que en una red social parece
que no tiene mucho sentido asociar un coste a pasar de difundir un mensaje en facebook a hacerlo
en twitter.
2. ¿Valen igual los enlaces en todas las capas? Esta nueva dimensio´n que nos aportan las redes multiplex
nos dice que los enlaces tienen ciertas particularidades que antes desconoc´ıamos.
Para resolver la primera cuestio´n podemos definir la longitud ` de un walk ω de q enlaces como




donde ∆(j) = 1 si ej ∈ C y ∆(j) = 0 en cualquier otro caso. De esta forma si β = 0 recuperamos el mismo
resultado que si trabaja´semos con la red M˜. Sin embargo, si establecemos β = −1 estaremos eliminando
el coste de cambiar de capa y si ponemos β > 0 estaremos introduciendo un coste extra en el cambio de
capa. Esto da cabida a toda una nueva coleccio´n de efectos relacionados con la interaccio´n entre las propias
capas, en lugar de entre los nodos, lo que nosotros hemos denominado como la mesoescala[9].
Respecto a la segunda cuestio´n es necesario introducir el concepto de peso. Si pensamos en una red de
carreteras esta´ claro que el enlace que se establece entre las dos ciudades situadas a kilo´metros de distancia
tiene que ser diferente del que se establece con un pueblo cercano a la ciudad. As´ı, resulta conveniente
asociar al enlace ei un peso ωi que en este caso particular podr´ıa ser la distancia geogra´fica real entre
ambos nodos, de forma que tenga distintas implicaciones el tomar un enlace u otro.
El caso de las redes multiplex es un poco ma´s complejo por lo que deberemos denotar el peso del enlace
entre el nodo i de la capa αi y el i + 1 de la capa αi+1 como ω
αi,αi+1








que es equivalente a la definicio´n anterior si establecemos que ω
αi,αi+1
i,i+1 = 1 si αi = αi+1 y ω
αi,αi+1
i,i+1 = 1 + β
si αi 6= αi+1.
Empleando el concepto de longitud podemos definir la geode´sica entre dos nodos i y j como el path
ma´s corto entre los nodos i y j (pudiendo haber varios). De esta forma la distancia entre dos nodos i y j,
dij , sera´ la longitud de cualquiera de sus geode´sicas.
Con estas herramientas podemos crear medidas que nos permitan obtener un conocimiento ma´s global
de la red que las empleadas hasta ahora. Ana´logamente al caso de las redes monocapa definimos la longitud







donde N es el nu´mero total de nodos. Esta cantidad se suele relacionar con el rendimiento de la red pues
un valor elevado comparado con las dimensiones de la red sera´ un claro indicativo de que la comunicacio´n
entre nodos es dif´ıcil.
Pensemos por un momento en una red monocapa no pesada. Podemos tomar 1/L como una medida de
la eficiencia de la red de forma que si todos los nodos estuviesen conectados entre s´ı valdr´ıa 1 mientras que
si hay que pasar por muchos nodos para llegar al destino estara´ pro´xima a 0. Sin embargo, esta medida
tiene un problema y es que si la distancia entre dos nodos es muy grande la eficiencia calculada de esta
forma sera´ pro´xima a 0 aunque la comunicacio´n entre el resto de nodos sea muy flu´ıda. Esta cantidad nos
esta´ dando claramente una informacio´n erro´nea ya que como sabemos, por ejemplo, el hecho de que haya
dos ordenadores lentos en internet no hace que toda la red lo sea[10].
La clave en esta cuestio´n es que 1/L mide la eficiencia de un sistema secuencial mientras que la mayor´ıa
de los sistemas trabajan en paralelo (internet, autobuses, carreteras...). Para solucionar esta limitacio´n se








Si estamos trabajando en una red pesada es necesario normalizar esta cantidad, para ello se divide entre
la eficiencia ideal entendida como la de la red en la que todos los posibles enlaces esta´n presentes. Por
ejemplo, en el caso de una red de transporte ae´reo la red ideal ser´ıa aquella que permitiese ir desde Zaragoza
a cualquier otro aeropuerto del mundo en vuelo directo. Mientras que en una red no pesada esto dar´ıa 1,
en una red pesada lo´gicamente habra´ unos valores mı´nimos de la distancia que vendra´n impuestos por las
caracter´ısticas del sistema.
Ahora bien, hasta este punto lo u´nico que hemos hecho es extender medidas ya establecidas en las redes
monocapa al caso de las redes mutiplex. Sin embargo, para poder aprovechar toda la informacio´n extra
que nos proporciona esta nueva descripcio´n de las redes es necesario definir nuevos conceptos que no tienen
ana´logo cla´sico.
En las redes monocapa definimos la reachability como la habilidad de llegar de un nodo a otro en una
red. En otras palabras, decimos que un nodo i puede alcanzar un nodo j si existe un path entre ellos. Esta
sencilla descripcio´n se vuelve mucho ma´s compleja en las redes multiplex puesto que podemos preguntarnos
si este camino se produce entre enlaces de una misma capa o si es necesario pasar por otras capas. Para
cuantificar lo que podr´ıamos denominar como la multiplex reachability se define la interdependencia[11] de







donde ψij es el nu´mero de caminos cortos (geode´sicas) entre el nodo i y el j que usan enlaces que se
encuentran en ma´s de una capa y σij es el nu´mero total de caminos cortos entre dichos nodos. Podemos
calcular la interdependencia media de la red como λ = 1/N
∑
i λi, de forma que un valor pequen˜o significara´
que la mayor´ıa de los caminos cortos entre nodos se encuentran en capas individuales mientras que un valor
pro´ximo a 1 sera´ un indicativo de que en la mayor´ıa de ellos hay que atravesar varias capas.
Esta nueva medida nos aporta una informacio´n extra sobre las caracter´ısticas de nuestro sistema, pues
nos habla de la relacio´n entre las propias capas en lugar de los nodos. Por tanto, es una medida clave a la
hora de hablar de lo que hemos denominado mesoescala.
En las siguientes secciones aplicaremos estas herramientas, siempre que sea posible, a redes multiplex
de transporte. Como veremos, dadas las caracter´ısticas particulares de estos sistemas en ocasiones dichas
herramientas no estara´n bien definidas. Cuando esto suceda, trataremos de desarrollar nuestras propias
medidas que nos permitan caracterizar correctamente el comportamiento de nuestras redes.
6
3 Estructura de las redes de transporte urbano como redes multiplex
Establecidas las bases de la teor´ıa de redes multiplex llega el momento de comprobar si todas estas
herramientas son suficientes para comprender el funcionamiento de los sistemas complejos o si todav´ıa
hacen falta ma´s y, en tal caso, tratar de crearlas.
Que las herramientas introducidas hasta ahora producen buenos resultados esta´ fuera de toda duda
pues podemos comprobar en la literatura que siempre han sido acompan˜adas de alguna aplicacio´n sobre
determinadas redes. Sin embargo, al tratarse de un campo multidisciplinar cada autor utiliza un tipo con-
creto de redes lo que nos puede generar ciertas inquietudes respecto a la utilidad real de dichas herramientas
si se trabaja en otros contextos.
Es por ello que en este trabajo hemos optado por no trabajar sobre ninguna red ya estudiada con el
objetivo de evaluar estas medidas en un nuevo contexto3. Esto no solo nos permitira´ comprobar la utilidad
de las herramientas presentadas en la seccio´n anterior en un nuevo sistema, sino que adema´s podremos ver
el proceso de construccio´n de un modelo de redes desde cero.
Dada la complejidad de modelizar un sistema real partiendo de cero hemos considerado que la mejor
opcio´n era optar por los sistemas de transporte urbano. Entre los motivos de esta eleccio´n podemos
encontrar:
• Son uno de los arquetipos de redes.
• La informacio´n es pu´blica, gratuita y se encuentra en internet al contrario de lo que sucede, por
ejemplo, con las redes econo´micas a cuya informacio´n solo tienen acceso determinadas instituciones.
• Se pueden analizar sin estar especializado en esos temas. Aunque hay ciertos aspectos para los que
s´ı que hay que introducirse mucho en el tema como pueden ser los modelos de demanda, como f´ısicos
siempre nos resultara´ ma´s sencillo extraer conclusiones de una red de transporte que de una red de
interaccio´n de prote´ınas.
• Es una de las a´reas, junto con la sociolog´ıa, en las que se llevan utilizando muchos an˜os instrumentos
similares a las redes multiplex pero usando diferentes lenguajes. Existen estudios [14] en los que
se representan las redes como una red multiplex y, sin embargo, no aparece en ningu´n momento la
palabra capa a costa de complicar la notacio´n hablando de varios tipos de nodos (1, 2, 1A, 3B . . .) y
de enlaces (bus-links, embarking-links, alighting-links...). Existe, por tanto, una clara necesidad de
unificar el lenguaje y herramientas entre las distintas a´reas que trabajan con redes.
Por u´ltimo, destacar que en esta seccio´n nos centraremos en la definicio´n del modelo y su ana´lisis. La
informacio´n sobre el proceso de obtencio´n y limpieza de los datos puede encontrarse en el anexo A.
3.1 Modelo de red
Si observamos cualquier mapa de la red de transporte de una ciudad pronto nos daremos cuenta de que
la red ya esta´ completamente definida, si pensamos en redes monocapa. Sin embargo, para modelar estas
redes como redes multiplex nos enfrentamos a varias cuestiones. Por una parte, podr´ıamos considerar que
las capas son los diferentes medios de transporte (metro, tranv´ıa...) lo que nos permitir´ıa estudiar el uso
de cada uno de ellos y como se relacionan, pero estar´ıamos perdiendo informacio´n (un ejemplo de este tipo
de construccio´n se muestra en la figura 2). En efecto, si consideramos todos los autobuses en una misma
capa no podr´ıamos distinguir una persona que debe coger varios para llegar a su destino de una que puede
usar una conexio´n directa.
3Existen algunos trabajos basados en redes de transporte de ciudades brita´nicas pero se centran solo en aspectos de
movilidad y no en la estructura misma de las redes [12][13]
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Por otra parte, podr´ıamos considerar cada parada de autobu´s/metro/tranv´ıa como una capa, a las
l´ıneas como nodos y establecer enlaces entre aquellas estaciones que este´n comunicadas por algu´n medio
de transporte. Trabajando as´ı recuperar´ıamos la informacio´n sobre la transferencia entre l´ıneas, pero a
cambio tendr´ıamos muchas capas con pocos nodos lo que resulta inadecuado para trabajar pues habr´ıa
ma´s elementos en la mesoescala que en la microescala.
As´ı, hemos optado por considerar cada l´ınea como una capa donde los nodos sera´n las paradas. Si es
posible llegar de una parada a otra usando una determinada l´ınea estableceremos un enlace entre dichas
paradas en la correspondiente capa. Definidas las capas, solo falta determinar los enlaces intercapa.
Figura 2: Red de transporte urbano de Madrid considerando cada capa como un medio de transporte:
autobu´s (rojo), metro (verde) y tranv´ıa (azul).
En las redes multiplex los enlaces intercapa se establecen entre la representacio´n del mismo nodo en
diferentes capas. Si nos restringimos a un solo medio de transporte esto es sencillo, por una misma parada
de autobu´s pueden pasar varias l´ıneas de forma que dicho nodo estara´ presente en varias capas, pero
lo´gicamente no pasan varias l´ıneas de metro por una parada de autobu´s. A pesar de ello, si las paradas
de diferentes medios de transporte se encuentran lo suficientemente pro´ximas podemos considerarlas, a
efectos pra´cticos, iguales.
As´ı pues establecemos que si un nodo de metro o de tranv´ıa esta´ a menos de 100 m de una parada de
autobu´s, metro o tranv´ıa, son el mismo nodo. Con esto terminamos de definir la estructura de nuestras
redes (cuyas principales caracter´ısticas se presentan en la tabla 1, para una informacio´n ma´s detallada
consultar el anexo A) y podemos pasar a analizarlas.
3.2 Ana´lisis comparativo de las redes
Empecemos, al igual que en la seccio´n anterior, por el grado. Si analizamos primero el de los nodos




Nodos Enlaces IntracapaBus Metro Tram Tot.
Madrid 177 16 3 196 4703 9176
Barcelona 97 11 6 114 2512 5337
Valencia 46 6 3 55 1228 2617
Zaragoza 35 0 1 36 915 1550
Ma´laga 41 2 0 43 1034 1876
Bilbao 35 2 1 38 555 1212
Vitoria 14 0 2 16 302 452
Tabla 1: Principales caracter´ısticas de las redes constru´ıdas, ordenadas de mayor a menor poblacio´n.
lo´gico pues en este tipo de redes se cumple la propiedad de que cada veh´ıculo que llega a una parada sale
de la misma. Es decir, por cada enlace de entrada tendremos uno de salida. La excepcio´n podr´ıa darse en
los principios y finales de l´ınea, pero esto no se ha observado en ninguna de las redes analizadas pues se
tratan todas de circuitos cerrados.
En otras palabras, para todo nodo i tendremos que k
[α]
i = 2 si i ∈ Vα. Esta caracter´ıstica propia de
estas redes hace que el overlapping degree (2) sea equivalente a la actividad del nodo (5). As´ı, tendremos
que oi = 2Bi ∀i ∈ M. Este es uno de los problemas que comenta´bamos antes, herramientas que pueden
funcionar muy bien en un tipo de red no tienen por que´ resultar de utilidad en otras.
Dada la relacio´n entre el grado y la actividad que acabamos de mencionar es de esperar que las ciudades
que ma´s capas tienen posean nodos de mayor grado (pues un mismo nodo puede estar en ma´s capas). Sin
embargo, como podemos comprobar en la figura 3, esto no es as´ı.





















Figura 3: Distribucio´n del overlapping degree en las diferentes redes. A la hora de comparar las
distribuciones entre s´ı hay que tener en cuenta que cada red tiene una cantidad distinta de nodos por lo
que un valor de un 1% no significa lo mismo en Madrid (470 nodos) que en Vitoria (3 nodos).
Lo primero que llama la atencio´n es que, a pesar de las grandes diferencias de taman˜o existentes entre
las redes que estamos analizando, la distribucio´n del overlapping degree es muy similar en todas ellas: una
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gran cantidad de paradas por las que solo pasan 1 o dos l´ıneas y unas pocas con una gran cantidad de
conexiones. Esto nos indica que este tipo de redes crecen incorporando nuevos nodos y no aumentando la
densidad de conexiones entre los ya existentes.
De manera similar al overlapping degree hab´ıamos definido el edge overlap (3). El edge overlap en
definitiva nos esta´ diciendo si por un determinado camino esta´n pasando muchos veh´ıculos, lo que nos sera´
muy u´til para detectar posibles zonas de congestio´n en la red. En la figura 4 se presenta la distribucio´n
del edge overlap.






















Figura 4: Distribucio´n del edge overlap en las diferentes redes. Al igual que con el overlapping degree
las diferencias en la cantidad de enlaces de las redes hacen que un mismo porcentaje no signifique un
mismo nu´mero de enlaces.
De nuevo nos volvemos a encontrar un comportamiento muy similar en todas las redes. Ahora bien,
aunque esta´ claro que el que dos paradas se encuentren unidas por hasta 10 l´ıneas diferentes como en
Madrid y Valencia supone una redundancia tal vez innecesaria, a la vista de la figura no podemos decir
que vayamos a tener problemas de congestio´n. En efecto, no es lo mismo el que el mismo enlace lo tengan
10 redes de metro a que lo tengan 10 redes de autobu´s.
En el caso del overlapping degree nos suced´ıa algo similar. Si bien sabemos que un nodo esta´ presente
en muchas l´ıneas desconocemos si todas son de autobu´s o si esta´n repartidas equitativamente entre los
tres medios de transporte. Esto se debe a que estas medidas solo nos dan informacio´n sobre el sistema
a nivel microsco´pico, es decir, sobre sus elementos individuales. Sin embargo, en las redes multiplex
hemos identificado una nueva dimensio´n, las capas. As´ı, a nivel microsco´pico tendremos los nodos, a
nivel mesosco´pico las capas y a nivel global la red completa. Es ma´s, en este sistema particular podemos
identificar hasta dos escalas intermedias. Podemos agrupar las l´ıneas (capas) que pertenezcan a un mismo
medio de transporte en una sola capa obteniendo una estructura que es superior a las capas pero sin llegar
a ser global que podr´ıamos denominar supercapa o capa de capas.
Denotemos por Cb, Ct y Cm a los subconjuntos de capas formados por las l´ıneas de autobu´s, tranv´ıa y




i con x = {b, t, c} al overlapping degree en esta
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Lo que nos permite saber en cua´ntos medios de transporte diferentes se encuentra el nodo y co´mo de impor-
tante es en cada uno de ellos. En la figura 5 se representa esta nueva actividad en funcio´n del overlapping




















































Figura 5: Nu´mero de supercapas en las que se encuentra cada nodo en funcio´n de su overlapping degree.
El color representa la fraccio´n de nodos de la red que se encuentran en cada punto.
Excepto en el caso de Bilbao vemos que los nodos tienden a estar en una o dos supercapas siendo muy
pocos los que se pueden encontrar en las tres. Uno podr´ıa pensar, adema´s, que deber´ıan pasar ma´s l´ıneas
(tener un mayor overlapping degree) por aquellos nodos presentes en las tres supercapas, pero vemos que
no es as´ı. Aunque s´ı que hay nodos con un overlapping degree alto que se encuentran en dos supercapas,
aquellos que esta´n en tres tienen un nu´mero de l´ıneas, en general, inferior. Este hecho que a primera vista
podr´ıa no parecer importante esta´ relacionado con uno de los grandes retos en la teor´ıa de redes multiplex:
¿que´ nodos son los ma´s importantes?
En una red monocapa existen diversas medidas que permiten determinar la importancia de un nodo
como el PageRank, la betweennes centrality... e incluso el propio grado [1]. Ahora bien, en una red multiplex
la tarea es mucho ma´s compleja pues cabe preguntarse que´ es ma´s importante, un nodo que pueda afectar
a muchos nodos en su misma capa o a muchos nodos en distintas capas. Uno podr´ıa pensar que es ma´s
importante el que esta´ en muchas capas pero, por ejemplo, esta´ claro que por muchas redes sociales en
la que este´ un individuo si tiene muy pocos contactos sera´ dif´ıcil que pueda difundir adecuadamente una
informacio´n. Por otra parte, de poco servira´ que tenga muchos seguidores en una capa si los individuos de
dicha capa apenas tienen contacto con el resto de capas. La solucio´n ser´ıa entonces considerar importantes
a los nodos que se encuentren en muchas capas y al mismo tiempo tengan muchos enlaces, pero como
acabamos de ver en nuestro caso no existe este tipo de nodos (y, de hecho, tampoco lo hace en general).
Recientemente se han propuesto nuevas formas de encontrar los nodos importantes en redes multiplex
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[15] pero al aplicarlas a nuestras redes recuperamos el mismo resultado que considerando simplemente el
overlapping degree de los nodos. Volvemos a encontrarnos con el problema de que herramientas que sirven
en unas redes no tienen por que´ hacerlo en otras. Como veremos ma´s adelante, en nuestro caso el problema
se encuentra en que estamos tratando de extraer informacio´n de la microescala cuando deber´ıamos estar
hacie´ndolo de la mesoescala.
En el apartado de medidas estructurales hab´ıamos presentado tambie´n la entrop´ıa del grado mu´ltiplex
(4) y la layer pairwise acitivty (6). Si nos fijamos detenidamente en la expresio´n de la entrop´ıa veremos
que solo esta´ definida si el grado de todos los nodos es distinto de cero en todas las capas, en caso contrario
diverge. De nuevo, una herramienta que no es adecuada para nuestro caso.
La layer pairwise activity s´ı que podemos utilizarla, pero al darnos informacio´n sobre pares de capas su
utilidad es ma´s para un ana´lisis de una sola red que para comparar entre varias. En el caso de Zaragoza,
por ejemplo, encontramos que el parecido de las capas entre s´ı esta´ por debajo del 5% en la mayor´ıa de los
casos, unas pocas que esta´n entre el 10% y el 20% y dos capas que se parecen en un 40%.
Las herramientas empleadas hasta ahora, como ya hemos comentado, nos han proporcionado infor-
macio´n sobre los elementos que constituyen el sistema, es decir, sobre la escala microsco´pica y mesosco´pica.
El siguiente paso sera´ introducir una me´trica para poder estudiar los sistemas desde un punto de vista ma´s
global.
En la seccio´n 2.3 hab´ıamos adelantado que para trabajar con me´tricas en las redes que tienen estructura
espacial resulta conveniente asociar a cada enlace un peso dado por la distancia geogra´fica real entre los
nodos. Puesto que disponemos de la latitud y la longitud de la posicio´n de todos los nodos de nuestras
redes asociaremos a cada enlace intracapa la distancia obtenida mediante la fo´rmula del haversine [16]
(para ma´s detalles consular el Anexo A) y emplearemos la ecuacio´n (8) para medir los walks. Respecto a
los enlaces intercapa, dado que unen nodos situados en la misma posicio´n espacial consideraremos que su
peso es cero.
Establecidas estas condiciones ya estamos en posicio´n de determinar la eficiencia de las redes (10).
Recordemos que dicho valor se normaliza a la eficiencia de la red ideal - aquella con todos los enlaces
posibles.











Figura 6: Eficiencia de cada una de las redes (10) normalizada utilizando sus correspondientes redes
ideales.
A la vista de los resultados (figura 6) queda claro que algunas redes son ma´s eficientes que otras. A
lo largo del ana´lisis hemos visto que todas comparten caracter´ısticas muy similares pero hay una cosa en
la que difieren, en el taman˜o de sus supercapas (tabla 1). En efecto, podemos ver que cuanto mayor es
el nu´mero de l´ıneas de metro y tranv´ıa presentes en una ciudad mayor es el rendimiento. A pesar de que
12
Ma´laga parece salirse de esta tendencia (pues tiene 2 l´ıneas de metro), si tomamos el nu´mero de nodos que
posee su supercapa de metro (17) y lo comparamos con el de la supercapa de tranv´ıa de Zaragoza (50)
comprobamos que a pesar de tener dos l´ıneas su taman˜o real es menor que la supercapa de Zaragoza. Algo
similar sucede con Vitoria que tiene solo 20 nodos de tranv´ıa y Bilbao, que a pesar de tener 2 l´ıneas de
metro y una de tranv´ıa solo tiene 14 y 41 nodos respectivamente.
Los motivos parecen claros. Mientras que los autobuses tienen que seguir el trazado de las calles y
realizan muchos rodeos para llegar a un sitio, tanto el metro como el tranv´ıa siguen caminos mucho ma´s
rectos. Esto hace que las distancias entre paradas muy alejadas sean mucho ma´s parecidas a las ideales, lo
que mejora enormemente el rendimiento.
Por otra parte, merece la pena resaltar que estamos hablando del rendimiento topolo´gico. A la hora
de la verdad el rendimiento de estas redes estara´ condicionado por la frecuencia de veh´ıculos que recorran
cada l´ınea, su velocidad, etc. Aun as´ı, parece razonable pensar que un buen rendimiento topolo´gico hara´
ma´s sencilla la tarea de optimizar posteriormente el transporte por la red.
Para finalizar el ana´lisis ya solo nos queda hablar de la interdependencia (11). Recordemos que la
interdependencia de un nodo i se defin´ıa como la suma a todos los nodos del nu´mero total de caminos
cortos que unen el nodo i con el j y pasan por dos o ma´s capas, ψij , entre el nu´mero total de caminos
cortos entre el i y el j, σij .
Ahora bien, en nuestro caso esta medida presenta dos problemas. El primero es que nos da informacio´n
a nivel microsco´pico, pues nos da un valor para cada nodo. Esto podr´ıa solucionarse en cierta manera
calculando el promedio aunque podr´ıamos perder informacio´n ya que nada nos asegura que la distribucio´n
vaya a ser normal. Y lo que es ma´s importante, ya sabemos que los nodos tienen una interdependencia
muy alta.
En efecto, dado que en cada capa suele haber entre 20 y 50 nodos esta´ claro que para llegar al resto
va a haber que pasar por otras capas, lo que nos dara´ interdependencias muy cercanas a 1. Una posible









donde ψij(α) ser´ıa el nu´mero de caminos cortos entre el nodo i y el j que pasan al menos una vez por la
capa α. Esta nueva medida ser´ıa mucho ma´s adecuada que la interdependencia original de cara a un estudio
exhaustivo de una red pues nos permitir´ıa detectar que´ capas son las ma´s utilizadas. Sin embargo, para
nuestro ana´lisis esta cantidad seguir´ıa otorgando un nu´mero demasiado elevado de variables (hasta 196 en
Madrid) y adema´s no nos aporta demasiada informacio´n sobre el funcionamiento completo del sistema.
Si queremos comprender mejor el funcionamiento del sistema global sin llegar a la escala macrosco´pica
podemos recurrir a la otra estructura que hab´ıamos encontrado en la escala mesosco´pica, las supercapas.
De forma similar al caso anterior podemos definir la interdependencia del sistema con la supercapa x,









con x = {b, t,m}. Al igual que en el caso anterior ψij(x) es el nu´mero de caminos cortos que pasan por
dos o ma´s capas perteneciendo una de ellas a la supercapa x. Es importante resaltar que
∑
x λx 6= 1 pues
un mismo camino puede pasar por varias supercapas (y de hecho es lo que queremos medir).
Este nuevo para´metro nos permitira´ determinar si la estructura de la red favorece los caminos “monomodales”
o “multimodales”. Es decir, si las rutas o´ptimas pasan por varios tipos de medios de transporte o si incluso
habiendo cambios de l´ınea se tiende a permanecer en el mismo medio de transporte. Sin embargo todav´ıa
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(b) Dividida por la fraccio´n de nodos de la supercapa
Figura 7: Interdependencia de las supercapas.
nos falta algo. Si aplicamos directamente esta medida sobre, por ejemplo, la red de Zaragoza, obtenemos
que el 100% de los caminos que pasan por dos o ma´s capas lo hacen por al menos una perteneciente a la
supercapa de autobuses y un 20% al menos por una perteneciente a la supercapa de tranv´ıa (figura 7a).
A simple vista podr´ıa parecer que el autobu´s predomina en el sistema, pero recordemos que mientras que
hay 902 nodos en la supercapa de autobu´s en la de tranv´ıa solo hay 50 nodos. Es decir, un 20% de los
caminos pasan por una supercapa que apenas representa el 5% del sistema.
As´ı, para un correcto ana´lisis debemos comparar de alguna manera el resultado con el taman˜o de la
supercapa correspondiente. Para ello, podemos dividir la interdependencia de la supercapa x por la fraccio´n
de nodos presentes en ella, obteniendo el resultado que se muestra en la figura 7b.
Como podemos ver en todos los casos pasan muchos ma´s caminos por las supercapas de metro y tranv´ıa
que los que corresponder´ıan a su taman˜o. El valor exacto no tiene un significado concreto, en ese sentido lo
importante son los valores de la figura 7a. No obstante, nos permite apreciar que, efectivamente, el metro
y el tranv´ıa juegan un papel fundamental en las redes.
Este hecho ya lo hab´ıamos postulado al tratar la eficiencia de las redes. Topolo´gicamente, sin entrar
en si un tranv´ıa es ma´s ra´pido que un autobu´s o si puede llevar ma´s pasajeros, vemos que tanto el metro
como el tranv´ıa favorecen enormemente el movimiento en el sistema.
Recordemos, adema´s, que al tratar de encontrar nodos importantes en la red (figura 5) no hab´ıamos
obtenido resultados satisfactorios. El motivo esta´ claro, en estos sistemas lo importante no son las estruc-
turas de la microescala, sino de la mesoescala. As´ı, son las supercapas y las relaciones entre ellas las que
dominan el comportamiento del sistema.
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4 Dina´mica de una red multiplex: el transporte pu´blico de Zaragoza
El objetivo de esta seccio´n es doble. Por una lado queremos comprobar las ventajas que aporta el
modelizar las redes de transporte urbano como redes multiplex de cara al funcionamiento real del sistema.
Por otra parte, esto nos permitira´ constatar si las conclusiones obtenidas en la seccio´n anterior son va´lidas
en un escenario real. Para lograrlo necesitaremos desarrollar una aplicacio´n que nos permita estudiar la
navegabilidad del sistema teniendo en cuenta la topolog´ıa de la ciudad, la hora del d´ıa, la frecuencia de
los veh´ıculos, su velocidad, etc. Dada la complejidad de la tarea nos restringiremos a una u´nica ciudad,
Zaragoza. El motivo de esta eleccio´n es que por cuestiones te´cnicas es conveniente que la red tenga menos
de 2500 enlaces (para ma´s informacio´n consultar la seccio´n 4.1.2). Adema´s, de las redes que cumplen esta
condicio´n Zaragoza es la ma´s grande en te´rminos de poblacio´n y nu´mero de nodos (Ma´laga tiene un taman˜o
similar pero muy pocos nodos de metro).
En lo que respecta a las ventajas de utilizar redes multiplex en estos sistemas podemos destacar la
facilidad para definir el origen y destino y la posibilidad de tener en cuenta los tiempos de espera en los
cambios de l´ınea, aspectos dif´ıciles de manejar en una red monocapa. As´ı, el considerar los nodos iguales
nos permitira´ definir nodos de destino sin preocuparnos la capa por la que lleguemos a dicho nodo. De
forma similar, podremos tener en cuenta de una forma muy sencilla el tiempo de espera en el intercambio
de una l´ınea a otra sin ma´s que asociar dicho tiempo como peso a los enlaces intercapa correspondientes.
Supongamos por un momento que en lugar de una red multiplex quisie´ramos usar una red monocapa.
Si construye´semos el conjunto de nodos de la red monocapa como la unio´n de los conjuntos de nodos de
cada capa perder´ıamos la posibilidad de tener en cuenta los tiempos de espera (de un nodo saldr´ıan enlaces
correspondientes a varias l´ıneas, pero desde el punto de vista de la red ser´ıan todos iguales). Similarmente,
si usa´semos la unio´n disjunta perder´ıamos la opcio´n de definir un nodo de destino sin importarnos la capa
en la que se encontrase. En efecto, si una parada tuviese, por ejemplo, dos l´ıneas diferentes al hacer la unio´n
disjunta el nodo correspondiente se transformar´ıa en dos nodos y habr´ıa que definir de alguna forma que
queremos llegar a cualquiera de los dos, cosa que se vuelve ma´s compleja en los nodos con un overlapping
degree alto.
Llegados a este punto uno puede preguntarse co´mo esta´n constru´ıdos entonces los sistemas profesionales
de navegacio´n. La respuesta es que, como hemos mencionado anteriormente, el transporte es uno de los
campos en el que llevan usa´ndose estructuras semejantes a las redes multicapa desde hace mucho tiempo
a costa de complicar la notacio´n, o bien introduciendo la informacio´n extra en los algoritmos en lugar de
en la propia red. Aunque efectivo para casos pra´cticos, esta falta de un modelo comu´n dificulta tanto el
desarrollo de modelos teo´ricos como de modelos pra´cticos.
As´ı, podemos llegar a encontrar estudios muy recientes sobre la eficiencia y resiliencia de redes de
autobu´s que no tienen en cuenta el tiempo de espera debido a las limitaciones de las redes monocapa
[17]. Mientras que podemos encontrar otros que usan un formalismo muy similar al presentado en este
trabajo para poder estudiar la resiliencia de una red con l´ıneas de autobu´s y de metro[18]. Esta falta de
homogeneidad en los modelos dificulta la comparacio´n entre unos estudios y otros e impide exportar los
avances a otras a´reas.
En la teor´ıa de redes podemos definir la resiliencia como la habilidad de mantener la funcionalidad de
una red bajo posibles fallos. En nuestro contexto, la resiliencia ser´ıa la habilidad de seguir transportando
pasajeros de un punto de la ciudad a otro eficientemente ante posibles problemas en la red (accidentes,
obras, desv´ıos...). Para enfrentarse a posibles disrupciones del servicio se pueden utilizar dos alternativas:
1. Respuesta postdisrupcio´n: desarrollar planes de contingencia ante posibles fallos de la red. Por
ejemplo, fletando autobuses en caso de una aver´ıa grave en el metro.
2. Respuesta predisrupcio´n: disen˜ar la red de manera que sea la propia estructura la que sea capaz de
minimizar los dan˜os.
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En el caso del transporte urbano parece que lo mejor es la segunda opcio´n pues al tratarse de trayectos
cortos el tiempo de reaccio´n necesario para solucionar eficazmente el problema empleando la primera
deber´ıa ser excesivamente corto. Sin embargo, parece ser que los modelos de disen˜o de redes de transporte
no suelen tener en cuenta esta posible respuesta predisrupcio´n[18]. Ma´s adelante comprobaremos si este
es el caso de la ciudad bajo estudio.
Para finalizar, trateremos de identificar los principales problemas de la red y los compararemos con
las conclusiones del “Estudio sobre el impacto de la nueva movilidad urbana de Zaragoza” realizado en
Noviembre del 2014 por Ainmer Investigacio´n[19]:
1. La movilidad esta´ totalmente condicionada por la aparicio´n del tranv´ıa.
2. Mientras que antes exist´ıan l´ıneas directas de autobu´s ahora hay que realizar mu´ltiples transbordos.
3. El tranv´ıa limita los desplazamientos porque cuando tiene problemas se detiene todo el servicio.
4. Los principales motivos esgrimidos por los usuarios para no utilizar el autobu´s desde que se implanto´
el tranv´ıa son que hay menos frecuencia, menos paradas, malas combinaciones y que las paradas
esta´n lejos.
Lo que nos permitira´ comprobar tanto la validez de nuestro modelo dina´mico como su capacidad de hacer
predicciones observables en el sistema real.
4.1 Modelo
4.1.1 La red
En nuestra red actual solo es posible llegar de un nodo a otro siguiendo las rutas del transporte urbano,
mientras que en un sistema real siempre podemos ir de una parada a otra andando. La eleccio´n de usar el
transporte pu´blico o caminar dependera´, principalmente, del tiempo que conlleve cada una de las opciones.
As´ı pues, si queremos modelizar correctamente la realidad debemos incluir la opcio´n de ir caminando a
cualquier parte.
Figura 8: Celda de 100m× 100m com-
parada con la Facultad de Ciencias.
Para la construccio´n de esta capa, en adelante capa “suelo”,
vamos a partir del mapa de densidad de poblacio´n de Europa[20].
En dicho mapa se divide el territorio en celdas de aproximada-
mente 100m× 100m (figura 8) y se asocia a cada celda la densidad
de poblacio´n correspondiente. Para transformar esto en una red
primero vamos a colocar un nodo en el centro de cada una de esas
celdas. A continuacio´n, eliminaremos los nodos de aquellas zonas
en las que no haya poblacio´n lo que nos permitira´ eliminar de la
red los r´ıos, zonas industriales...
El siguiente paso sera´ establecer los enlaces. Para ello, vamos a
considerar que se puede llegar desde un nodo a cualquiera de los 8
directamente adyacentes y asociaremos como peso de dichos enlaces
la distancia real entre los nodos.
Llegados a este punto ya solo nos queda establecer enlaces entre
esta capa y las otras 36. Lo que haremos sera´ ver en que´ celda se
encuentra cada nodo de transporte y lo asociaremos al nodo de la celda. As´ı, en lugar de establecer las
rutas de nodo de transporte a nodo de transporte lo haremos de nodo del suelo a nodo del suelo. Al
considerar todos los nodos asociados a un mismo nodo de suelo iguales nos dara´ igual si llegamos andando,
por una determinada l´ınea de autobu´s o en tranv´ıa. Como comenta´bamos antes, esta es una de las ventajas
de trabajar con redes multiplex.
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4.1.2 El movimiento de la red
En primer lugar asociamos al primer nodo de cada l´ınea la hora, con una precisio´n de minutos, a la que
sale cada autobu´s en un d´ıa laboral. A continuacio´n hay que determinar a que´ hora estara´ cada autobu´s
en cada parada para lo cual necesitamos saber la velocidad de los autobuses y la distancia entre paradas.
En cuanto a la velocidad, disponemos de la velocidad promedio de las l´ıneas ma´s ra´pidas, las ma´s
lentas y el promedio general[21]. En esta velocidad promedio ya se esta´n considerando los tiempos de
espera debido a sema´foros, arrancar, recoger viajeros... por lo que supondremos que el tiempo en llegar de
una parada a otra es simplemente la distancia divida por la velocidad de la l´ınea correspondiente4.
En esta ocasio´n vamos a seguir considerando que la distancia que separa las paradas de tranv´ıa es la dis-
tancia geogra´fica, pero para la separacio´n entre las de autobu´s emplearemos la distancia real considerando
la topolog´ıa de la ciudad. Estos datos los extraeremos de la API de Google Maps que nos permite obtener
la distancia entre dos puntos suponiendo que vamos en un veh´ıculo5.
Con todos estos datos lo que haremos sera´ asociar a cada enlace el tiempo que cuesta llegar de un
extremo a otro. De forma similar, transformaremos el peso de los enlaces del suelo a tiempo considerando
que los individuos se desplazan a unos 5 km/h[23].
Por u´ltimo, asociaremos a cada enlace intracapa el tiempo que queda para que llegue el siguiente
veh´ıculo a dicho nodo. Lo´gicamente, dicho tiempo sera´ cero al pasar de cualquier capa a la capa suelo.
4.1.3 Navegacio´n
El algoritmo encargado de buscar la ruta o´ptima entre el punto de inicio y el punto de destino esta´
basado en el algoritmo de Dijkstra [24]. El objetivo de este algoritmo es encontrar el camino ma´s corto
entre un nodo de origen i y uno de destino j minimizando la distancia recorrida. Al haber asignado a
nuestros enlaces tiempos el resultado es que realmente buscamos el camino que minimiza el tiempo de viaje
(dicho camino no tiene por que´ coincidir, en general, con el de mı´nima distancia [12]).
De cara al ana´lisis de los resultados distinguiremos tres tipos de tiempo:
• Road: tiempo del viaje que el individuo esta´ en un medio de transporte.
• Walk: tiempo que el individuo esta´ andando.
• Wait: tiempo que el individuo esta´ esperando a que lleguen los veh´ıculos.
Por u´ltimo, dado que carecemos de la informacio´n referente a los flujos de pasajeros vamos a considerar
que los veh´ıculos tienen un taman˜o infinito (por lo que no se producira´n procesos de congestio´n) y 4
escenarios de movilidad:
1. Ir desde cualquier punto de la ciudad al centro (Plaza Espan˜a: 41.652136,-0.880950).
2. Ir desde el norte de la ciudad al sur y viceversa.
4De cara a un proceso de optimizacio´n de la red ser´ıa conveniente introducir un ruido aleatorio en cada trayecto pero dado
que lo que nos interesa es el funcionamiento teo´rico de la red vamos a despreciar dicho efecto.
5En su versio´n gratuita solo permite 2500 consultas al d´ıa motivo por el cual nos hemos restringido a una red de menos
de 2500 enlaces. Adema´s, esta es la causa por la que no hemos empleado estos datos en el estudio de la eficiencia de la red
pues necesita´bamos saber el camino ma´s corto entre todos los posibles puntos (red ideal). Solicitando 2500 resultados al d´ıa
conseguir los datos de la red ideal de Madrid hubiera costado cerca de 25 an˜os. Por u´ltimo, mencionar que existen alternativas
gratuitas a Google Maps basadas en la iniciativa Open Street Map [22] pero al analizar sus resultados comprobamos que en
ocasiones se comet´ıan errores demasiado grandes.
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3. Ir desde el este de la ciudad al oeste y viceversa6.
4. Ir desde un punto cualquiera de la ciudad a otro cualquiera alejado a una distancia mı´nima de
2km[25].
4.2 Resultados
Las simulaciones que hemos realizado cubren el periodo comprendido entre las 8.30 am y las 10 am
suponiendo que en cada minuto hay 1000 viajeros queriendo desplazarse por la red eligiendo sus rutas
al azar dentro de las condiciones establecidas en cada uno de los escenarios. Adema´s, compararemos los
resultados que se obtienen en condiciones normales y los que resultan al imponer una cierta penalizacio´n
a la velocidad de desplazamiento en la capa suelo. De esta manera podremos modelizar en cierta manera
una preferencia por andar menos en los desplazamientos incluso aunque esto llevase a no seguir el camino
o´ptimo desde el punto de vista del tiempo.
En la figura 9 se presenta el tiempo total de 900 recorridos elegidos al azar y ordenados de menor
a mayor. Como podemos observar la mayor parte del tiempo los viajeros se encuentran en algu´n medio
de transporte. Por otra parte, vemos que el tiempo que se pasa andando es bastante superior al tiempo
de espera, es decir, si queremos optimizar el sistema hay que abordar la tarea desde un punto de vista































Figura 9: Tiempo total de 900 rutas elegidas al azar ordenadas de menor a mayor tiempo total de
viaje.
En efecto, tal y como se muestra en la figura 10, los recorridos o´ptimos del sistema incluyen caminar
hasta 10 minutos ma´s que el tiempo que se esta´ esperando. Si nos fijamos en la distribucio´n sin penalizar,
aproximadamente un tercio del tiempo total de viaje se corresponde con andar. Al penalizar la velocidad
en el suelo encontramos un lo´gico incremento tanto en el tiempo total del recorrido como en el tiempo
6Tanto para definir el norte-sur como el este-oeste lo que hacemos es calcular el cuartil horizontal o vertical al que pertenece
cada celda de la ciudad y nos quedamos con las celdas del primero y tercero
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de andar, pero resulta interesante ver que tambie´n aumenta el tiempo de espera. Aun as´ı, vemos que
aunque al usuario prefiera caminar menos las rutas o´ptimas siguen incluyendo muy poco tiempo de espera
en comparacio´n con la totalidad del viaje.








































Figura 10: Distribucio´n de cada tiempo en 90000 viajes con origen y destino separados 2 km. De
izquierda a derecha: tiempo de espera, tiempo que se esta´ caminando, tiempo total del recorrido.
Recordemos que segu´n el informe sobre el transporte en Zaragoza[19] los usuarios se quejan de que
hay poca frecuencia, pocas paradas y de que esta´n lejos. Si bien segu´n nuestro modelo la frecuencia es
suficiente encontramos que, efectivamente, la estructura actual de la red hace que haya que andar mucho
en los desplazamientos, lo que es un indicativo de que hay pocas paradas (o de que esta´n mal repartidas).
As´ı pues, de cara a una optimizacio´n de la red habr´ıa que replantearse la estructura misma del sistema y
no bastar´ıa simplemente con aumentar las frecuencias.
Despue´s de esta visio´n global veamos que´ sucede a otras escalas del sistema. Como comenta´bamos
anteriormente al carecer de datos exactos sobre los recorridos reales y los flujos de pasajeros no podemos
plantearnos un estudio a nivel microsco´pico. Este puede ser uno de los motivos por los que no observamos
que la frecuencia de los transportes sea insuficiente. Si bien es cierto que desde un punto de vista global los
tiempos de espera son cortos, a nivel microsco´pico podr´ıamos encontrar ciertas inhomogeneidades locales
(de hecho en la figura 10 podemos ver que la cola de la distribucio´n de tiempos de espera es larga por lo
que es cierto que en determinados recorridos los tiempos son ma´s elevados de lo normal). Sin embargo,
para poder evaluar la importancia real de dichas inhomogeneidades carecemos de los datos suficientes. No
obstante, podemos analizar a nivel mesosco´pico que´ sucede en la red para tratar de entender mejor co´mo
funciona.
En primer lugar, estudiamos el nu´mero de cambios de capa (transbordos) que hay que hacer para
moverse de forma o´ptima por el sistema. En la figura 11 se muestra la distribucio´n de transbordos con-
siderando el origen y destino aleatorio separados 2 km, pero las distribuciones en los otros escenarios son
muy similares. Lo primero que observamos es que al introducir una penalizacio´n en la velocidad en el
suelo el nu´mero de transbordos aumenta, cosa que era de esperar dado que ya hab´ıamos visto que dicha
penalizacio´n incrementaba los tiempos de espera en el sistema.
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Figura 11: Distribucio´n de transbordos en 90000 viajes con origen y destino separados 2 km.
As´ı mismo, vemos que el nu´mero de viajes que se pueden hacer sin transbordos se reduce notable-
mente pasando de un 35% a un 20%. Esto significa que si queremos evitar transbordos deberemos andar
bastante. Recordemos que otra de las conclusiones del estudio[19] era que hab´ıa que realizar muchos trans-
bordos, como vemos corrobora este hecho pues entre el 70% y el 80% de los viajes requieren realizar algu´n
transbordo.
Ahora bien, en la seccio´n anterior hemos visto que en estos sistemas las supercapas de tranv´ıa y metro
juegan, estructuralmente, un papel fundamental en la red. Cabe ahora preguntarse si esto se encuentra
tambie´n en el modelo dina´mico del sistema.








Figura 12: Fraccion de viajes que pasan por cada linea. Los valores estan normalizados al numero de
viajes totales por lo que, dado que un mismo viaje puede pasar por varias lineas, la suma total no es 1.
Tal y como se puede observar en la figura 12 en torno al 50% de los viajes del sistema pasan por el
tranv´ıa (en el escenario norte-sur el 80% y en los este-oeste en torno al 60%). Recordemos que en el ca´lculo
de la interdependencia del sistema con las supercapas (figura 7b) hab´ıamos obtenido un valor alrededor del
20%, pero en esa situacio´n esta´bamos teniendo en cuenta todos los posibles recorridos del sistema mientras
que ahora solo estudiamos aquellos con una longitud superior a los 2 km.
Lo que resulta interesante es que corroboramos el resultado anticipado por el modelo esta´tico: las
supercapas de tranv´ıa y metro tienen un papel muy importante en las redes pese a su escaso taman˜o en
comparacio´n con las de autobuses. Lo que es ma´s, ambos resultados teo´ricos concuerdan, de nuevo, con
las observaciones del informe[19] segu´n el cual la movilidad de la ciudad esta´ totalmente condicionada por
la aparicio´n del tranv´ıa.
As´ı pues, hemos podido comprobar en este apartado que tanto el modelo esta´tico como el modelo
dina´mico de la red, pese a su simpleza, capturan muy bien la realidad del sistema a escala macrosco´pica y
mesosco´pica. Ahora bien, todav´ıa nos quedan por explorar dos cuestiones: su resiliciencia y las posibilidades
de optimizacio´n.
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4.3 Resiliencia de la red
El estudio de la resiliencia de las redes se centra en cuantificar los cambios topolo´gicos que se producen
en una red ante posibles fallos en determinados nodos o enlaces. En general, lo que se suele medir es el
taman˜o de la componente gigante y la distancia promedio entre nodos (9).
As´ı, si al quitar unos pocos nodos grandes partes de la red se quedan desconectadas se dice que la red
es fra´gil. Entre los ejemplos cla´sicos se encuentran las denominadas redes scale-free en las que una gran
cantidad de nodos tienen un grado reducido y unos pocos tienen un grado muy elevado. Esto produce
que frente a fallos aleatorios (desaparicio´n) de determinados nodos este tipo de redes sean muy resistentes
(ya que al haber muchos lo ma´s probable es que fallen los de menor grado), mientras que frente a ataques
dirigidos (destruccio´n de los nodos de mayor grado) son redes muy fra´giles.
Una de las herramientas ma´s utilizadas en el estudio del taman˜o de la componente gigante frente a la
eliminacio´n de nodos (o enlaces) es la teor´ıa de la percolacio´n[1]. En su extensio´n a redes multiplex se han
encontrado nuevos feno´menos muy interesantes como es el hecho de si las capas son interdependientes un
pequen˜o fallo en una puede propagarse en cascada y afectar a una gran parte de la red total[26]. En el
caso de redes no interdependientes, en cambio, el an˜adir capas aumenta la resistencia de la red. Resultado
que era de esperar pues si consideramos los nodos iguales lo que estamos haciendo es aumentar el nu´mero
de enlaces en el sistema.
Sin embargo, esta clase de estudios no suelen tener en cuenta las caracter´ısticas espec´ıficas de los
sistemas. As´ı, podemos encontrar ana´lisis sobre la resistencia de redes de transporte que concluyen que las
redes de tranv´ıa o de metro son ma´s resistentes ante fallos aleatorios que las de autobu´s[27]. Aunque cierto
desde el punto de vista del taman˜o de la componente gigante, hay que tener en cuenta que en este tipo de
medios de transporte un fallo afecta a toda la l´ınea. En efecto, mientras que si no se puede pasar por una
calle (no se puede alcanzar un determinado nodo) un autobu´s puede tomar una ruta alternativa, si hay un
accidente que impide acceder a los veh´ıculos a una cierta parada de tranv´ıa/metro va a ser imposible que
esa l´ınea, en esa direccio´n, siga funcionando. El motivo es que se trata de caminos r´ıgidos y unidireccionales
de forma que la pe´rdida de un solo nodo o un enlace afecta a toda la capa.
Incluso subsanando estos errores, la descripcio´n de la resiliencia de la red en funcio´n del taman˜o de la
componente gigante o de la distancia promedio entre nodos no es suficiente en este contexto. Como hemos
visto a lo largo del trabajo la escala importante en el sistema es la mesosco´pica, de forma que la pe´rdida
de unos pocos nodos de una capa de autobu´s (e incluso una capa entera) producira´ efectos muy locales
que no se observara´n a escala macrosco´pica.
Dado que los efectos son a nivel microsco´pico si, por ejemplo, se queda desconectado de la red un
barrio perife´rico con pocos nodos, tanto el taman˜o de la componente gigante como la distancia promedio
sera´n pra´cticamente iguales. No obstante, el que todos los individuos de esa zona se queden sin acceso
al transporte pu´blico puede resultar un problema muy grave. Esto es algo caracter´ıstico de este tipo de
redes pues en otras los nodos de la perfieria carecen de importancia. En efecto, si pensamos en la difusio´n
de informacio´n en una red social el que unos pocos nodos perife´ricos se queden desconectados de la red
apenas influira´ en la propagacio´n global. La diferencia reside en que el propo´sito de una red de transporte
es llevar pasajeros desde cualquier nodo a cualquier otro, mientras que en otro tipo de redes el objetivo es
alcanzar la mayor parte de los nodos (componente gigante) sin tener que alcanzar necesariamente toda la
red.
Veamos un ejemplo. En la figura 13a se representa el tiempo en minutos que se tarda en llegar desde
cualquier punto de la ciudad al centro. Si comparamos esta situacio´n con lo que sucede al eliminar la
capa correspondiente a la l´ınea de autobu´s ma´s usada segu´n los resultados de la figura 12 queda claro
el significado de efecto local (figura 13b). Mientras que la variacio´n en la mayor parte de la red es cero
observamos unas pequen˜as zonas en las que el tiempo de viaje se ha incrementado entre un 30 y un 40%.
Para finalizar esta discusio´n sobre la resiliencia de las redes tratemos de abordar dos de las cuestiones
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(a) Tiempo en minutos que cuesta llegar desde cualquier
punto al centro de la ciudad. (b) Variacio´n al eliminar la l´ınea de autobu´s 42.
Figura 13: Tiempo que cuesta llegar al centro de la ciudad bajo distintas condiciones.
que se planteaban al comienzo de la seccio´n. Segu´n el informe sobre movilidad el tranv´ıa limita los desplaza-
mientos ya que cuando tiene problemas se detiene todo el servicio. De ser esto cierto, nos encontrar´ıamos
con que el sistema no esta´ preparado para realizar una respuesta predisrupcio´n, es decir, la estructura de
la red no es capaz por s´ı misma de minimizar los efectos de un posible fallo en el tranv´ıa.
Tratemos primero de valorar el efecto que tendr´ıa la eliminacio´n de la capa del tranv´ıa desde un nivel
global. En la tabla 2 se muestra la distancia promedio entre nodos (en minutos) en los distintos escenarios
considerados. A la vista de los resultados, parece que aunque el efecto es mesurable a escala macrosco´pica
la movilidad del sistema no se ve comprometida. As´ı, en el escenario de recorridos aleatorios el incremento
de tiempos es tan solo de, en promedio, un 10%.
Media Desviacio´n Mediana
Aleatorio
Original 41.58 12.65 39.65
Sin tran. 46.28 15.97 43.13
Horizontal
Original 53.77 11.56 52.62
Sin tran. 62.00 16.29 59.55
Vertical
Original 49.55 12.83 47.59
Sin tran. 61.04 18.18 58.04
Tabla 2: Tiempo promedio en minutos que cuesta realizar los viajes en los tres escenarios planetados: origen y
distancia aleatorios con una distancia mı´nima de 2 km, movimiento norte-sur y movimiento este-oeste.
Esto nos podr´ıa llevar a pensar que la red esta´ preparada para minimizar los efectos de la pe´rdida
temporal de la capa del tranv´ıa. Ahora bien, como hemos comentado, en las redes de transporte no solo
nos importa la visio´n global sino que recorridos concretos pueden tener mucha importancia. En la figura 14
se muestra el efecto que tendr´ıa la desaparicio´n de dicha capa en el tiempo que se tarda en ir al centro de
la ciudad. Tanto en la zona norte de la ciudad como en la zona sur el tiempo de viaje puede pasar a ser el
doble de las condiciones normales. Esto contrasta con lo que sucede en la zona este y oeste de la ciudad que
se ven pra´cticamente inalteradas. Entramos, de nuevo, en lo que hemos denominado inhomogeneidades
locales. Si bien macrosco´picamente el sistema se ve poco afectado, localmente el efecto es devastador.
Conclu´ımos, por tanto, que la red no esta´ preparada para soportar posibles interrupciones del servicio del
tranv´ıa.
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Conviene destacar, adema´s, que el tranv´ıa representa solo el 5% de los nodos totales de la red y que
la red que queda tras quitarlos sigue siendo conexa. Es decir, esta´ claro que la medida del taman˜o de la
componente gigante es incapaz de reflejar la magnitud de los efectos de eliminar esta capa.
Figura 14: Variacio´n en porcentaje del tiempo que cuesta llegar desde cualqueir punto de la ciudad al
centro al producirse un problema en el tranv´ıa.
As´ı pues, hay que ser cuidadosos a la hora de analizar los modelos de redes. No solo hemos visto a lo
largo del trabajo que herramientas que sirven para ciertos tipos de red no se encuentran siquiera definidas
en otros tipos, sino que adema´s debemos asegurarnos de que los resultados que obtengamos tienen sentido
en el contexto de nuestro sistema real.
4.4 Optimizacio´n estructural
Por todo lo que hemos visto hasta ahora esta´ claro que la tarea de optimizar el sistema es muy compleja.
En primer lugar, porque no basta simplemente con incrementar la frecuencia sino que es necesario enfocarlo
desde un punto de vista estructural. Por otra parte, hemos visto que conseguir efectos visibles a escala
macrosco´pica es muy dif´ıcil. As´ı pues, la optimizacio´n de la red deber´ıa plantearse en te´rminos locales y
no globales.
Puesto que no disponemos de los datos suficientes como para medir con precisio´n dichas inhomogenei-
dades nos es imposible realizar un correcto diagno´stico de la red a escala local. Por ello, no estamos en
disposicio´n de proponer ninguna optimizacio´n.
No obstante, para hacernos una idea de lo que se puede llegar a conseguir modificando estructuralmente
la red podemos evaluar el impacto que tendr´ıa la reciente propuesta de crear una nueva l´ınea de tranv´ıa[28].
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Si nos fijamos en la figura 13a vemos que se tarda bastante tiempo en llegar al centro de la ciudad desde
la zona oeste de la misma en comparacio´n con otras zonas. Dado que esta nueva l´ınea esta´ planteada de
este a oeste es de esperar que esta situacio´n se modifique sustancialmente.
En primer lugar, veamos que´ cambios se producen en el taman˜o de la componente gigante. Esta nueva
capa posee 14 nodos por lo que el incremento de taman˜o esta´ en torno al 1.5%. Similarmente, si lo que
hacemos es medir la distancia promedio vemos que en la situacio´n de origen y destino aleatorios el tiempo
promedio de viaje pasa de ser de 41.58±12.65 min a 40.92±12.48 min. Dado que la variacio´n es del orden
de los segundos podemos considerarla despreciable.
Figura 15: Variacio´n en porcentaje del tiempo que cuesta llegar desde cualquier punto de la ciudad al
centro al introducir una nueva capa de tranv´ıa.
Sin embargo, si analizamos la respuesta del sistema a escala local la situacio´n es muy diferente. Como
podemos ver en la figura 15 el tiempo que se tarda en llegar al centro desde la zona oeste de la ciudad se
reduce notablemente a pesar de que en la zona norte no se produce ningu´n cambio.
Por tanto, mediante este sencillo ejemplo vuelve a quedar clara la importancia de las inhomogeneidades
locales. As´ı, para una correcta optimizacio´n no podemos basarnos solo en la respuesta global del sistema
sino que sera´ imprescindible analizarlo a escala local.
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5 Conclusiones
A lo largo del trabajo hemos visto que la concepcio´n multicapa de las redes complejas nos aporta una
nueva escala de trabajo, la mesoescala. De la misma forma que antes encontra´bamos nuevos efectos al
examinar las relaciones existentes entre los elementos constituyentes de los sistemas a escala microsco´pica, si
dividimos estos sistemas en capas encontramos nuevas caracter´ısticas que no pod´ıan observarse en el sistema
global y que surgen de la interaccio´n entre los elementos constituyentes del sistema a escala mesosco´pica,
las capas.
Es ma´s, en el caso concreto de las redes de transporte hemos encontrado otra estructura, las supercapas,
que nos han permitido ver la gran importancia que tienen en el sistema las redes de metro y de tranv´ıa.
Adema´s, creemos que esta descripcio´n no es u´nica de este tipo de redes sino que tambie´n podr´ıa utilizarse
en otros campos incluso aunque las redes multicapa que utilicen no sean multiplex. En ecolog´ıa, por
ejemplo, cada capa podr´ıa ser una especie de animal y las supercapas podr´ıan ser la unio´n de las capas
correspondientes a los carn´ıvoros, a los herb´ıvoros, a los insect´ıvoros... o las correspondientes a mamı´feros,
a reptiles... De forma similar, en las redes sociales podr´ıamos distinguir la supercapa de redes sociales
online de la de redes sociales “f´ısicas”. As´ı como en la propagacio´n de epidemias, donde cada capa puede
ser la red de una ciudad y las supercapas la unio´n de las correspondientes a un mismo pa´ıs.
As´ı mismo, hemos comprobado como la modelizacio´n mediante redes multicapa de las redes de trans-
porte no solo nos aporta nueva informacio´n sino que nos facilita la tarea de trabajar con ellas tanto a nivel
teo´rico como a nivel pra´ctico. A pesar de ello, en ocasiones no hemos podido utilizar las herramientas
ya establecidas para el ana´lisis de las redes multiplex y hemos tenido que modificarlas. Adema´s, hemos
visto que los me´todos que se usan actualmente para estudiar la resiliencia de las redes complejas resultan
inadecuadas en el caso concreto del transporte urbano, donde las inhomogeneidades locales resultan de
gran importancia y donde no se puede considerar que el quitar un nodo de autobu´s produce el mismo
efecto que quitar uno de tranv´ıa. Por u´ltimo, hemos visto como las predicciones de nuestro modelo se
ajustan fielmente a la realidad al comparar con los informes sobre movilidad.
Por otra parte, desde un punto de vista te´cnico para conseguir todos los datos necesarios y poner en
marcha el modelo ha sido necesario emplear mu´ltiples herramientas de diversos campos que van ma´s alla´
de la f´ısica: para extraer la informacio´n sobre la red y construir el simulador han hecho falta hasta tres
lenguajes de programacio´n (C, R y Python); para unificar todos los sistemas de coordenadas y construir la
capa “suelo” se han necesitado mu´ltiples herramientas propias de geo´grafos (mapas de densidad, modelos
raster y aplicaciones como GeoRepository o Google Maps API); la velocidad de las personas se ha extra´ıdo
de publicaciones me´dicas; para comprender las caracter´ısticas propias de los sistemas de transporte ha
hecho falta acudir a publicaciones de ingenier´ıa civil... A lo que hay que sumar la gran cantidad de bases
de datos, pa´ginas web e informes que se han tenido que consultar.
As´ı pues, la construccio´n de modelos de sistemas reales es un reto tanto desde el punto de vista te´cnico
como desde el punto de vista teo´rico. No solo eso, sino que al tratar de abarcar sistemas cada vez ma´s
complejos las herramientas y habilidades que se necesitan para llevarlo a cabo provienen de a´reas muy
diferentes entre s´ı. Por lo tanto, si queremos que la ciencia siga avanzando y resolviendo problemas cada
vez ma´s complejos deberemos empezar a romper las barreras que separan las distintas ramas del a´rbol de
la ciencia y fusionar las herramientas que hasta ahora eran propias de cada disciplina. En otras palabras,
debemos pasar de una concepcio´n multidisciplinar de la ciencia a una concepcio´n interdisciplinar.
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